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一种参数优化旋转广义回归神经网络模型
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摘 　要 : 针对传统广义回归神经网络的模型结构与数据分布失配问题和模型参数难以确定问题 ,

提出了一种参数优化旋转广义回归神经网络模型的设计方法。在传统广义回归神经网络模型的基

础上 ,通过坐标旋转 ,增加了一个模型结构参数 ,并采用粒子群算法对旋转广义回归神经网络的模

型参数寻找最优值 ,从而改进了广义回归神经网络模型精确度。两个工业实例的实验结果表明该

方法的有效性。
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Abstract: To resolve the p roblem of the m ismatching of model structure and data distribution as well as

the p roblem of determ ining model parameters difficultly in the traditional general regression neural net2
work ( GRNN) , a scheme is p roposed to design a parameter2op tim ized rotated general regression neural

network. Through the coordinate rotation, an additional parameter of model structure is introduced to the

traditional general regression neural network. Moreover, the particle swarm op tim ization algorithm is a2
dop ted to find the best values of parameters of the rotated GRNN; hence the model p recision is imp roved.

The experimental results of two industrial app lications have shown the effectiveness of the method.
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1　引　言

1991年 , Lockheed Palo A lto 研究实验室的

Donald Specht博士提出了广义回归神经网络 [ 1 ]

( general regression neural network, GRNN )。GRNN

从概率密度函数 ( p robability density function, PDF)

出发 ,利用观测样本直接计算出因变量对自变量的

回归值 ,不需要迭代 ,网络最后收敛于样本量积聚最

多的优化回归面。与其它统计学习方法如支持向量

机 ( support vector machine, SVM )等相比 , GRNN在



计算效率上具有明显的优势 ,得到了人们的重视和

应用 [ 2, 3 ]。

但是 ,由于 GRNN的基函数是径向对称的 ,通

常假定训练样本的每维数据都呈高斯型分布 ,需要

确定的主要参数是隐回归单元核函数中的光滑因子

δ,但是当训练样本的各维数据分布与高斯型分布差

别较大时 , GRNN往往产生较大的预测误差 [ 4 ]。

为了克服上述缺点 ,采用一种改进的广义回

归神经网络 : 旋转广义回归神经网络 [ 4 ] ( rotated

general regression neuralnetwork , RGRNN ) 。RGRNN

的基本思想是在一个变换坐标系里对网络进行训

练 ,引入了另一个模型结构参数变量 :旋转角度θ。

由于 RGRNN也是一种立即学习型神经网络 ,在训

练之前需要事先确定模型的结构参数 :旋转角度θ

和光滑因子 δ。如何确定这两个参数的最优值成

为 RGRNN设计中的一个关键问题。为此 ,采用粒

子群优化算法对旋转广义回归神经网络的结构参

数δ和θ寻找最优值 ,从而得到一种参数优化的旋

转广义回归神经网络模型 ,并进行相应的数据实

验研究。

2　广义回归神经网络

GRNN的理论基础是非线性核回归分析 ,非独

立变量 y相对于独立变量 x的回归分析实际上是计

算具有最大概率值的 y。

设随机变量 x和 y的联合概率密度函数为 f ( x,

y) ,已知 x的观测值为 X,则 y相对于 X的回归 ,即

条件均值为

Y
^

= E[ y | X ] =
∫

+∞

- ∞
yf (X, y) dy

∫
+∞

- ∞
f (X, y) dy

。 (1)

对于未知的概率密度函数 f ( x, y) ,可由 x和 y

的观测样本经非参数估计得到

f
^ (X, Y) =

1

(2π)
p+1

2 δp +1
n
×

∑
n

i =1
exp -

(X - Xi ) T (X - Xi )

2δ2
×

exp -
( Y - Yi )

2δ2
。 (2)

式中 : Xi , Yi 为随机变量 x和 y的第 i个样本观测

值 ;δ是光滑因子 (或核宽度 ) ; n为样本数目 ; p是随

机变量 x的维数。

用 f
^ (X, Y)代替 f ( x, y) ,代入式 ( 1 )中 ,并交换

积分与求和顺序 ,可得

Y
^ (X) =

∑
n

i =1
exp -

(X - Xi ) T (X - Xi )

2δ2

∑
n

i =1
exp -

(X - Xi ) T (X - Xi )

2δ2

×

∫
+∞

- ∞
yexp -

( y - Yi ) 2

2δ2
dy

∫
+∞

- ∞
exp -

( y - Yi ) 2

2δ2
dy

。 (3)

　　对于式 (3)中的积分项 ,利用性质

∫
+∞

- ∞
xexp ( - x

2 ) dx = 0

进行化简 ,可得

Y
^ (X ) =

∑
n

i =1
Yi exp -

(X - Xi ) T (X - Xi )

2δ2

∑
n

i =1
exp -

(X - Xi ) T (X - Xi )

2δ2

。

(4)

在式 (4)中 ,估计值 Y
^ (X )为所有样本观测值 Yi

的加权平均 ,每个观测值 Yi 的权重因子为相应的样

本 Xi 和 X之间欧氏距离平方的指数。

可以看出 ,广义回归神经网络相当于一个结构

形式确定的拟合函数。当训练样本的某维或者某些

维数据在原始坐标系下的分布与高斯分布相接近

时 ,广义回归神经网络通过改变参数光滑因子的取

值便可以得到较好的拟合结果 ;如果数据分布与高

斯分布差别太大 ,单靠调节光滑因子的值 ,将难以得

到最佳的拟合。但是如果通过对原坐标系进行旋

转 ,找到一个最佳的拟合角度 ,在此基础上再对训练

样本进行拟合 ,将在某种程度上克服广义回归神经

网络的这一缺点。RGRNN保留了神经网络的立即

学习能力 ,但也带来了模型参数耦合和难以整定的

困难。为了克服这一困难 ,采用粒子群算法对参数

进行寻优 ,得到一种参数优化的旋转广义回归神经

网络模型。

3　参数优化旋转广义回归神经网络
设计

设输入向量 X = ( x1 , x2 , ⋯, xt , ⋯, xp ) ,对应的

网络输出为 Y。本文只研究针对产生最大拟合误差

的某一维数据进行坐标旋转 ,以设计一个参数优化

的旋转广义回归神经网络。

311　旋转维的确定

首先利用 GRNN对全部训练样本进行拟合 ,采

用留一法选取一个光滑因子参数值 ,用于旋转维的

确定。方法如下 :
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1) 将训练样本的每维数据 xi 分别与输出样本

Y进行拟合 ,第 i维样本数据的拟合均方误差记为

Ei1 , ( i = 1, 2, ⋯, p) ,最大的拟合均方误差记为 E1 ,

即 E1 =max{ Ei1 | i = 1, 2, ⋯, p} ;

2) 分别去掉训练样本中的一维数据 xi ,用剩余

维的训练样本与输出样本 Y进行拟合 ,记去掉第 i

维样本数据时对应的拟合均方误差为 Ei2 , ( i = 1, 2,

⋯, p) ,最小的拟合均方误差为 E2 ,即 E2 =m in{ Ei2 |

i = 1, 2, ⋯, p}。

如果第 t维样本数据对应的上述误差满足如下

关系

Et1≈ E1 ,且 　Et2≈ E2。 (5)

即第 t维样本数据和输出样本拟合时的误差最大 ,

而去掉第 t维样本数据后的拟合误差最小 ,则说明

用 GRNN对训练样本拟合时 ,由第 t维样本数据引

起的拟合误差较大。因此 ,对第 t维数据进行旋转。

312　基于一维旋转的 RGRNN

对选出的第 t维数据进行旋转 ,在新的坐标下

建立旋转广义回归神经网络模型。

假设在新坐标下的输入向量为 X′= { x1 , x2 , ⋯,

x′t , ⋯, xp } ,输出向量为 Y′。则有如下关系

x′t

Y′
=

cosθ - sinθ

sinθ cosθ

xt

Y
。 (6)

新坐标下的回归方程为

Y′^ (X′) =
∑

n

i =1
Y

i′
exp -

D′2i
2δ2

∑
n

i =1
exp -

D′2i
2δ2

。 (7)

式中 : (X
i ′, Y

i ′) , i = 1, 2, ⋯, n是新坐标里的训练向

量 ,定义标量函数 D′i 如下 :

D′i
2

= (X - X
i′) T (X - X

i′) =

∑
p

j =1, j≠t

( xj - x
i
j ) 2

+ ( x′t - x
i
t
′) 2

=

d′i
2

+ [ ( xt - x
i
t ) cosθ - ( Y - Y

i ) sinθ]
2。

(8)

式中

d′i
2

= ∑
p

j =1, j≠t

( xj - x
i
j ) 2。 (9)

为描述简单 ,定义

A i = a ( xt - x
i
t ) 2

, (10)

B i = b ( Y - Y
i ) 2

, (11)

Ci = c ( xt - x
i
t ) ( Y - Y

i ) , (12)

D i =
d

’2
i

2δ2。 (13)

其中 :

a =
cos

2θ
2δ2 ;

b =
sin2θ
2δ2 ;

c =
- 2 sinθcosθ

2δ2 。

(14)

简化后 ,式 (7)可以写成

Y′^ (X′) =
∑

n

i =1

Y
i’exp ( - (A i + B i + Ci + D i ) )

∑
n

i =1
exp ( - (A i + B i + Ci + D i ) )

=

∑
n

i =1
Y

i’
exp ( - ( qY + + ri Y + zi + D i ) )

∑
n

i =1
exp ( - ( qY + + ri Y + zi + D i ) )

。

(15)

式中 :

q = b;

ri = - 2bY
i + c ( xt - x

i
t ) ;

zi = bY
i2

+ a ( xt - x
i
t ) 2

- cY
i ( xt - x

i
t )。

(16)

式 (16)代入式 (15)得

Y′^ (X′) =
∑

n

i =1
Y

i’
exp ( - ( ri Y + zi + D i ) )

∑
n

i =1
exp ( - ( ri Y + zi + D i ) )

。

(17)

根据坐标转换关系

Y′= xt sinθ+ Ycosθ,

Y
i’

= x
i
t sinθ+ Y

i
cosθ。

(18)

最后 ,网络输出为

Y
^ (X) =

1
cosθ

∑
n

i =1
Y

i ′exp ( - ( ri Y + zi +D i ) )

∑
n

i =1
exp ( - ( ri Y + zi +D i ) )

- xt tanθ。

(19)

313　光滑因子δ和旋转角度θ的寻优

粒子群算法 (particle swarm op tim ization, PSO )

是一种基于群体智能理论的优化算法 [ 5 ] ,群体中的

粒子在每次迭代搜索过程中 ,通过跟踪群体两个极

值 :粒子本身所找到的最优解 Pbest和群体找到的最

优解 Gbest ,来动态调整自己的位置和速度 ,完成对问

题的寻优。具有算法简单 ,全局寻优能力强等优点。

采用 PSO算法来寻求光滑因子δ和旋转角度θ的

最优参数值 ,进而设计出参数优化的旋转广义回归

神经网络模型。步骤如下 :

a)对粒子群中粒子的位置 x和速度 v进行随机
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初始化 ,并设定群体规模 m = 50,粒子维数 q = 2 (分

别代表旋转角度和光滑因子 ) ,最大迭代次数 T =

1 000,停止迭代的最小适应度值为ε= 01001。

b)计算每个粒子的适应度 (目标函数值 ) ,

m in f =
1
n ∑

n

k =1

( Y′( x) - Y) 2。 (20)

式中 :函数 f表示预测均方误差 ; Y′( x)是输入样本

x的预测值 ; Y是样本输出值 ; n是输入样本的个数。

c)计算粒子 xi , i = 1, 2, ⋯, m 所经历的最好位

置 ,也就是粒子 xi 所经历过的具有最小的均方误差

的位置 ,

pi =
x

t
i , f ( pi ) > f ( x

t
i ) ,

pi , f ( pi ) ≤f ( x
t
i )。

(21)

计算群体中所有粒子经历过的最好位置 ,即全局最

好位置 ,

pg = pl : f ( pl ) =m in{ f ( p1 ) , f ( p2 ) , ⋯, f ( pm ) }。

(22)

d)根据式子

v
t + 1
id = v

t
id + c1 r1 ( pid - x

t
id ) + c2 r2 ( pgd - x

t
id ) , (23)

x
t + 1
id = x

t
id + v

t + 1
id , (24)

对速度和位置进行更新。式中 : x
t
id , ( i = 1, 2, ⋯, m;

d = 1, 2 )表示在第 t次迭代计算时群体中第 i个粒

子第 d维的数值 ; v
t
id是其对应的速度 ; c1、c2 为加速

常数 (学习速率 ) ,取为 2; r1、r2 为 [ 0 1 ]均匀分布的

随机数。

e)判断结束条件。若 f ( pg ) ≤ε或迭代次数 t =

T,则迭代结束 ,输出结果 ;否则 , t = t + 1,返回步骤

b) ,继续进行。

4　实例研究

对两个实例进行实验研究 :某化工企业过氧化

氢异丙苯的分解过程和某风洞平板边界层压力实

验 [ 6 ]。将提出的基于粒子群算法的参数优化旋转

广义回归神经网络 ( PSO2RGRNN ) ,与采用粒子群算

法寻找训练参数最优值的 GRNN ( PSO2GRNN )和采

用留一法寻找训练参数最优值的 GRNN ( LYF2
GRNN )分别应用于这两个实例建模 ,并进行结果比

较。实验过程如下 :

i)根据式 (5)规则选择需要旋转的数据维。

ii)从 N 组数据样本中随机选取 m 个样本数据

作为测试样本 一般地 m <
N
3

, 其余的作为训练

样本。

iii)对训练样本分别用 LYF2GRNN、PSO2GRNN

和 PSO2RGRNN进行拟合 ,并在测试样本集上进行

测试 ,记录测试样本数据在现场样本数据中的序号

k1 , k2 , ⋯, km 以及相应的三种方法在本次实验中各

自的预测误差 Ei = yi - ŷi ( i = k1 , k2 , ⋯, km ) ,并求取

三种方法各自相应的预测均方误差 , Em se =

1
m ∑

km

i = k1

E
2
i ,这里 yi 和 ŷi 分别表示第 i号数据样本

的输出变量的真实值和预测值。

iv)重复步骤 ii)、iii)共 20次。记录现场样本

数据在这 20次随机选取测试样本中出现的次数 rk

( k = 1, 2, ⋯, N ) ,计算相同序号的测试样本数据在

各方法下的平均预测误差 Ekm =
1
rk ∑

rk

j =1

( yk - ŷk j ) ,

这里 , ŷk j表示各方法对在测试样本中第 j次出现的

第 k号数据样本的输出变量预测值。最后 ,计算三

种方法在这 20次随机选取实验后各自的均方误

差的平均值 , Emm se =
1

20∑
20

l =1
E

( l)

m se ,其中 E
( l)

m se表示在

第 l次随机实验中步骤 iii)所计算的预测均方误

差 Em se。

v)画出 S 个样本数据的平均预测曲线。为客

观起见 ,找出在这 20次随机实验中出现在测试样本

中 3次及 3次以上的数据样本 ,设其数目为 S ( 1≤S

≤N ) ,画出各方法在这 S个数据样本上的平均预测

误差曲线。

实验结果如下 :

1)某石化企业过氧化氢异丙苯 (CHP)的分解单

元。过氧化氢异丙苯的分解单元有 5个参数 ,包括 :

反应塔压力 x1 (30～50 kPa)、反应塔液位 x2 (25% ～

50% )、过氧化氢异丙苯 x3 流量 ( 10144～20 m
3

/ h)、

分解器温度 (冷凝液控制 ) x4 (55～65 ℃)和粗产品温

度 y (70～100 ℃)。其中 ,前 4个参数为自变量 ,粗产

品的温度 y为因变量。采集了现场 18组数据如表 1

所示。从 18组样本数据中随机选取 3组数据作为测

试样本 ,剩余 15组数据作为训练样本。

首先利用 GRNN按照 311节方法对 CHP分解

单元各维数据进行拟合 ,拟合情况如表 2所示。

其中 : Q表示整体训练样本拟合 ; Q iy ( i = 1, 2,

⋯, 4)表示第 i维输入样本和输出样本拟合 , Q j ( j =

1, 2⋯, 4)表示去掉第 j维数据的其他样本输入和输

出样本拟合。由表 2的拟合均方误差数据可知 ,输

入样本的第 4维数据与输出样本拟合的均方误差最

大 , E41 = 181411,而去掉以后剩余维的输入样本与

输出样本拟合的均方误差又最小 , E42 = 11667,满足

旋转维关系式 ( 5 ) ,所以对输入样本的第 4维数据

进行旋转。
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表 1　CHP分解单元现场数据样本

Table 1　Sam pling da ta of CHP decom posing un it

x1 x2 x3 x4 y

01200 01090 01076 01484 141661

01350 01180 01106 01512 151567

01500 01270 01136 01657 151892

01650 01360 01166 01742 181637

01800 01450 01197 01841 221875

01950 01540 01227 01863 231749

11100 01630 01257 01892 261340

11250 01720 01287 01932 281959

11400 01810 01318 01952 301497

11550 01900 01348 01973 311040

11700 01990 01378 01979 351078

11850 11080 01408 01981 401253

21000 11170 01439 01990 451921

21150 11260 01469 01992 491223

21300 11350 01499 01994 521847

21450 11440 01529 01996 571945

21600 11530 01559 11000 591958

21750 11620 01590 11012 631008

表 2　CHP分解单元各维拟合情况

Table 2　F itting results of each d im en sion of CHP decom 2
position un it

GRNN拟合情况 光滑因子取值 拟合均方误差

Q 01099 11675

Q1y 01029 11669

Q2y 01017 11669

Q3y 01006 11622

Q4y 01014 181411

Q1 01055 11870

Q2 01086 11702

Q3 01097 11677

Q4 01034 11667

　　分别应用 LYF2GRNN、PSO2GRNN 和 PSO2
RGRNN三种方法对此过氧化氢异丙苯的分解单元

按实验过程步骤 ii) ～v)进行建模。

在 20次测试样本的随机选取中 ,共有 11个样

本数据 (序号分别是 4、6、7、9、10、11、13、14、15、16、

17)在测试数据集中出现 3次或者 3次以上 ,图 2为

三种方法在这 11个样本数据的平均预测误差曲线。

从三种方法在测试样本集上得到的总的预测均

方误差均值 Emm se来看 , PSO2RGRNN的预测均方误

差最小 ,为 01063,采用 PSO2GRNN的预测均方误差

为 21742,而采用 LYF2GRNN的预测均方误差最大 ,

为 31411。具体到这三种方法在各个测试样本上的

预测误差 ,则由图 2可以看出 ,在所示的 11个数据

样本上 ,参数优化旋转广义回归神经网络的平均预

测误差均比其它两种方法都小 ,这进一步证明了所

提方法的有效性。

图 2　CHP分解单元的平均预测误差

F ig. 2　Average pred ictive error of CHP decom posing un it

2 )某风洞平板边界层压力实验 (简称风洞试

验 ) 。输入变量为 P,表示压力系数 ;输出变量为

T,表示平板边界厚度 ,此风洞试验采集数据如表 3

所示。
表 3　风洞实验采集数据

Table 3　Da ta collected in w ind tunnel test

分 别 应 用 LYF2GRNN、PSO2GRNN 和 PSO2
RGRNN三种方法于此风洞试验建模中。三种方法

在测试样本集上得到的总的预测均方误差均值

Emm se依次为 261698、91544和 01015。 PSO2RGRNN

的预测均方误差的均值最小 ,改进效果非常明显。

在 20次测试样本的随机选取中共有 12个样本

数据在测试数据集中出现 3次或者 3次以上 ,三种

方法对这 12个样本数据 (序号为 1、4、7、8、9、10、

11、13、14、15、16、17)的平均预测误差曲线如图 3所

示。可以看出 ,参数优化旋转广义回归神经网络模

型在每一个测试数据样本上的平均预测误差都比

PSO2GRNN和 LYF2GRNN 的平均预测误差要小

得多。

综上两个例子的实验结果 ,基于粒子群算法寻找

网络结构最优值的旋转广义回归神经网络与采用留
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一法寻找参数最优值的广义回归神经网络和用粒子

群算法寻找参数最优值的广义回归神经网络相比 ,

其预测均方误差的平均值和平均预测误差都是最小

的 ,预测效果最好 ,从而验证了本文方法的有效性。

图 3　风洞实验平均预测误差

F ig. 3　Average pred iction error of w ind tunnel test

5　结　语

本文提出的参数优化旋转广义回归神经网络模

型是对传统广义回归神经网络的改进 ,可以在训练

样本数据偏离高斯分布较大的情况下 ,通过旋转坐

标系 ,并采用粒子群优化算法 ,找到一个最佳拟合角

度 ,在新的旋转坐标下建立相应的广义回归神经网

络。与传统的广义回归神经网络模型相比 ,减少了

人为设定模型参数值所造成的不利影响 ,具有更高

的拟合精度和更好的预测效果。需要说明的是 ,本

文仅是对样本数据中一维数据进行旋转的研究 ,对

于多维数据同时旋转需要做进一步的研究。
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